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Abstract The reconstruction of Nearfield Acoustic Holography (NAH) is a linear, ill-posed inverse problem, in which a

regularization procedure must be used. We compared three Tikhonov regularization based parameter selection methods,

Morozov Discrepancy Principle method (MDP), Generalized Cross Validation method (GCV), and L-curve method, at

various hologram distances, sound source frequencies, and Signal-to-Noise Ratios (SNR). The results show that they are

all not robust at large hologram distances and low noise conditions. Based on an equivalent-noise-variance method, we

established an improved method for estimating the noise variance in the MDP method, which is relative robust among the

three, and made it work at relatively large hologram distances and low noise conditions. Numerical simulations show that

the improved MDP method is robust in determining proper regularization parameters over a large SNR range (> 6 dB)

and at a relatively large hologram distance (∼ 10 cm). Moreover, the improved MDP method has a valid reconstruction

aperture that is equal to the hologram aperture because it is not necessary to smooth the hologram pressure.
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P�Q ��R [3−4], S�=ëõÚ÷�T�U�:�<�V�W�X�Y�Z�[ Q �\ ã��]��^�_�`�a (�b�c�d�e�3 �f� 8òÿhg�i�j .�kýflfAfU � ÷fmfnfofpfq (Singular Value Decompo-

sition, SVD),
-;rCs;t;u �;�;v j;w sCt;u �C�;�

�fxf:f<f�Ny ( 4fz af� gfifj :f< w Tikhonov gi{j :{< [5−6] ÿ|g{i{j \ ã{�{} t = g�i�j `�a ( �~�� �]��=���V�W 9 ì��òï . p wf�#� ähA � =fV�W��� ô�� 9 ì : ,���/ } t g�i�j \ ã���:�<��5���,f� ð [6](Morozov Discrepancy Principle, MDP); �
A � =;�;V ô;� 9 ì;� ï ����Y;Z;[ \ ã;�C:;<;�4fz af� � Uf=f�f�f�;�f�f�f< (Generalized Cross

Validation, GCV) ö L-curve < [7−8] ÿ�w d�� a � ÷
SVD � Tikhonov gfifj :f<f��V -f� & NAH �f�
;�;�;v;� w �;�;�;�;�C�;�C�C�; C¡;!C" ÿ � �&

NAH
( �F��������¢�£�o���¤�¥�¦�§ g �f���òö

¢f£fo . af�f�f¨f©fªf�åãf«f�f�f�åãf¬ff®åþ [6],¯f° df±f²f³f´f3 �f¢f£fofpfqf�f� ÿ
m�µ�� ��¶�· p�> 4�z a�� Tikhonov g�i�j :

<�� � ðòö � m�¸�¹�º�»�¼f½�¾f¿òþfy�� � & NAH( �� �¡�" ÿ5À�Á�Â�Ã d aò÷�Ä�Å�����ÆfÇ 4 * ¶�È
�;�;ÆÉÇ;�;Ê;�;�;� Picard Ë i (The Discrete Pi-

card Condition) ÿ >fVfWåôf� �f� 9 ì : , � MDP

<f« � Uf�fVåôf� 9 ì �fÌ � GCV ö L-curve :f<
� � m�¸�¹�«�� NAH

( ��^�Í�:�<�º�» d q�Î��F¾
>�Ï�U�:�<�º�» d
Ð�e «�Ñ�� u pfÒ ÿ]ÓfÔ  ÖÕÚä]�e D 9 ì�×�e�Øòîòï�Ù ����Ú�Û�Üf� îòïgìf' õ ÷��

�;�;�;Ý;Þ;ß;Å;à;á;�;â;ã;ä / ³;å;æ +;,;- 3 ÷ç ³è( � 9 ì +;, �#µ;é 6
( � 9 ì;ê;ë :;<èìîírf/fï ½fâfãfäfðfñ +f, ÿò >�ó������õô�a � &�ö�÷�3�ø ã�ù�ú�Ü�û���D

�åãfp ³f3 � Àfü �åãf$f%f�#yfp ³fý;* �fþ;ÿ [9] ,- î ï;?;@ � 9 ì �;�;���;ºC» d�� p;� ý þ d��
x 9 ì : , ê;ë :;< ÿ y � mC¸C¹;= - âCãCä;xC`
à;á;�����;� ×�� �;ä 9 ì þCnC�;¾�	�
 k º;» ðñ;p;Ò;�;�;� ã +;, � x ÷;û;�;A t : , �;�Cä 9ì ÿhÀ��� . ô�a�Ï�� (Ne w�� t � MDP <�� � á
��¸�¹�º�» g�i�j�� ð ÿ � r�� îòïfÙ � × ì������
« � 9 Ð (Signal-to-Noise Ratios, SNR) ÚfÛfÜf�åã
o����f^f�f ÖÕ ä MDP

×
GCV ö L-curve ÏfUf:

<f� ÓfÔ öåøf½f�fpfÒ Ó ñf=fA 1 �����fºf� MDP

(Improved MDP, IMDP) :�<�>ò÷�D 9 ì�×�� > efØÙ �;� ç ³���� � / � t� �! ´  é 4�" qC� gCij \ ã ÿ ó�#�� õÚ÷�$�� � a�Ý�Þ ��%�&�' ��(f�òã
á 7;8 â;ã;ä;x;`;� .;k;r V;W�)�* î ï �C� Ð ~+ �f�ff�f� 3 ��, � ç ³ W�- ÿ

1 .0/0102
1.1 3�4�5�6�7�8�9

� &òéòêåìòîòï
( �F�� ì�' pz(x, y) ö îòïòì'
ph(x, y) ��: .fk õ �f�f�åã�;f��<fá [2]

|

pz(x, y) =

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

ph(x, y)G−1
D (x−x′, y−y′, zh−z)dx′dy′, (1)

" ( � GD
w �� ×Èîòïòì�' ��: ����=f�òãf�  �

�f�åãf� G−1
D
w yf�f�åã ÿ

" (1) =CACB����C� ¶�>�?�@�A�B�B pC:C�C�
� ÷�C i ��DC� � & NAH

( �#ACB & øC��E : �ìf'
p(x, y)

.fkfP �f¨f©fª ý �fv jfw �åãf� ?f@
P (kx, ky) ÿ�F�G���: � ~ �f�fÜåä

|

p(x, y) =
1

4π2

∫
∞

∞

dkx

∫
∞

−∞

dkyP (kx, ky)ei(kxx+kyy+kzz), (2)

P (kx, ky) =

∫
∞

∞

dx

∫
∞

−∞

dyp(x, y)e−i(kxx+kyy+kzz). (3)

- E : ��v j c �òã���� îòï�?�@ Ph(kx, ky) ö
�C ?C@ Pz(kx, ky)

- õ � ãC�C�C�C� ã P ��HC¦È�B ~ ��;f��<fá ÿ
Pz(kx, ky) = Ph(kx, ky)G−1

D (kx, ky, zh − z). (4)4CÁ P �CACBC� ¶�> ¨C©Cª ý j �  .�! c �
 &åìf' ÿ

|

pz(x, y) =
1

4π2

∫
∞

∞

dkx

∫
∞

−∞

dky [Ph(kx, ky)G−1
D (kx, ky, zh − z)]ei(kxx+kyy+kzz), (5)
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" ( � Pz(kx, ky) ö Ph(kx, ky) w �
 ?
@ ö îï ? @ � G−1
D (kx, ky, zh − z) w � ã � � � � ã �

G−1
D (kx, ky, zh − z) w yf�f�åã ÿ
G−1

D (kx, ky, zh−z)=ei
√

k2−k2
p(zh−z), k2

p =k2
x+k2

y (6)M " ( . � �ON k2
x + k2

y >k2 P � G−1
D (kx, ky, zh−z)À;ü î ï ç ³;Ù �;�;$ 3�Q �C ãC!C" &�' � î ïã�R ( � );* +;, �;�è	î�;;�;� ( - �; �S;!;"T 3�U�V�W

NAH XZY\[Z]�^�_�`�acb�d�e�f�g�`h�i�j
1.2 k�4�5�6�7�8�9�l�m�n�o�p�q�r�s�t�u�v�w�xyczc{c|c}c~

SVD `c�c�c�c�c� U��c�c�c�
NAH `�]�^�������� y���������������� `��������j ]�^���� pz ����� ��� ph `�� ����� �O¡����¢ S ��� H( £ y�������� ) ¤ ��¥�¦ [6]

j
ph = Hpz, (7)�������

H §�¨�© ����ª�«�¬��® F ��¯�° ¢ S
G, ±������ ��y�²

H ≡ F
−1GF . (8)³�´ �

(5),
��µ�¶

F � G ` ��� ��� �
F ≡ 1√

n
e−2πi(k−1)(q−1)/n, q = 1, 2, · · · , n (9)

G ≡ diag[λ11, λ12, · · · , λij , · · ·], (10)� X ²
λij = e

i
√

k2
−k2

pij
(z−zh)

, k2
pij = k2

xi + k2
yj (11)�

(11) �¸· U ������������ª�«�¬��® F ¹�º���»
� � U F

H
F = IM , F

−1 = F , ¼�© ��½�¾�¿�À _�ÁÂ�Ã�Ä ��» ����Å�Æ `�e�Ç j³�´ ~
SVD `�È�É ²
H ≡ UΣV

H =
n∑

i=1

uiσiv
H
i , (12)

� X U U = (u1, u2, · · · , un), V = (v1, v2, · · · , vn)H, ÀÊ y����
H `�Á Â�Ã�Ä ��» ��� U ¼�© U

H
U = IM ,

V
H
V = IM `�]�Ë�� � U Σ

y�Ã�Ì���Í ` ½�¾�¿ ³Î ��� U
Σ = diag(σ1, σ2, · · · , σn), σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥

σn ≥ 0
j

³ÐÏ �
(8) � � (12), È�É ³�´ `�� ��y F

−1 =

U , F = V
H, Σ

2 = G
H
G
j

�O�
(11)

��Ñ U�Ò
k2 < k2

pij , Ó�Ô�]�^�Õ � `Ö�× U �������
H ` ½�¾�¿�Ø�Ù S�� ��Ã�Ì�Ú�Í UÛ�Ü

H
y�Ý�Þ U a�ß�à�á ³ H â�Y ³ � (7) â�_ j

V�ã ��� a�b�d�e�f�g�`�ä�å W [10],
�������

H ` ½�¾�¿ G æ�ç Ú�Í�è�é U ��� H `�ê�ë�S
( ì × ½�¾�¿�í ì�î ½�¾�¿ ` Ï ¿ ) ï�ð ×�j ³ ~ ��

NAH `�ñ�ò U ± ������� H ê�ë�S y�²
Cond(H) = e(zh−z)

√
(π/∆x)2+(π/∆y)2−k2

. (13)ó�� � · U Ó�]�^�Õ � zh − z ` Ö�ô U ê�ë�S
Ø�Ù S�� ��Ö�ô U Ó�õ Æ�ö Õ Í î�÷�]�^�ø�S�`�ùú Ø Ö�ô�û�ü�j

2 ý0þ0ÿ
NAH `�]�^������ ~�Ý�Þ Y�f�g j ����� �������¡���}�~���� ¿�À _ U � NAH YÐ[ ]�^ÐX a�b

d�e�f�g���� y b�d�e�f�g�`���� U ± X Tikhonov

��������� W ì�ð | ` ¡�� ��� j Tikhonov �����
����ì�� � Kim � Ih[5]

~
1996 	�
�� è NAH ` ´| X U Williams[6] � 2001 	 � Tikhonov �������

� í ±��� � ï Tikhonov ��������� U Landweber��� � U�������� � (Conjugate Gradient Approach)� ��� ` Ù�� � � ` ú���� ø���� z���� ` ³\Ï jÓ�� U Tikhonov ��������� � NAH X! �" z�#�$
` ´ | [11−15]

j&% ��'�( ³ ������f�g X*) ~�+�,-�Ä ` Tikhonov ����������`�.�/ � }���0�1�2�3465 U Ó6�6768 z�|�~696:�����Ý Þ ì�î6;6<�f�gÝ�Þ � � ` ��� Picard =���>�ì�� ³�? � ì�ð | `}�~
Tikhonov ������@ ��A�B ��� 2�3�z _�C�D�EF z  ( ÈHG `�I�å � a�º j

2.1 Tikhonov J�K�LM�N ����O�P ��� p̂h X `�Q�R y�S�ö a�T���`U�V�W � εp, ±���R y τ2
j � í ]�^���� p̂z © ��%� ��²

p̂h = H p̂z, p̂h = ph + εp, var[p̂h] = τ2, (14)� X U var ��X���R jY = Tikhonov ����������` }���0�1 W � � Öô�¡�Z�[�\ É U { . ¦�]  �ì�î6;�<�_�` Ý Þ ���
‖H p̂z − p̂h‖2

2 ^ Ü ¡�Z ï Ý�Þ ��� j
Ja(p̂z) = ‖H p̂z − p̂h‖2

2 + α ‖Lp̂z‖2
2 , (15)V « U ‖·‖2 ��XÐ[ P `�;�_�` � U � Xba�;�É W�c�d��� U � ð � ��� L = IM

N y�Ã�Ä�����j
α(α ≥ 0)y ������@ � jY =���������� (15) `�_ y�¡ ¨�©�������@ �

α `�� ��²
p̂α

z = (αI + H
H
H)−1

H
Hp̂h, (16)
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÷
p̂α

z = F
−1

F
αG−1

D F p̂h, (17)�
(17) X U F α

yhg ©c�c�c�h@ � α ` úh�h� øi ®�j
F α =

|σ(kx, ky)|2

|σ(kx, ky)|2 + α
. (18)

�
(18) �Ð· Ukj�l α

y�é Ukm�n
F α ≡ 1, ��X�o

©�`�ø � Ü À�p @ í ]�^ U V Æ U U ø � `�Q�R ��q
Ø�Ù�� � ��r�× `�Y ¯�° ¢ � G−1

D s ] r�× U {  ]�^�t l ^ R�u è�v � a ��w�j Ó�Ô α ` Ö�× U F α� ��x�y�z ` U ø � Ü À U{j�l α | × U{m�n F α
�

� z ` ��x U ø � Ü À U ]�^�_ � Ïb}�~ ¿ Ë�î j yz ß� �"�¼�©���/�����`�]�^���� p̂α
z , ��� � ~ A

B�� b�`�������@ � α
j

2.2 ��� Picard ��K
Hansen[10] Ù ¶ U ³ ~�����Ý�Þ ì�î�;�<�f�g UÒ ���

H ��X Ü # � ½�¾�¿�À _ (Generalized Sin-

gular Value Decomposition, GSVD) � ��� U&� © Ò
��� ��� ª�«�¬�� � |uT

i p̂h| Ó ½�¾�¿ É � i
û�~�é

`�� � � ��� ��� %�×�~���� H ` ½�¾�¿ σi

� U �
����_���ß���������� ~ }6~ _ j V Z ê�ë�£ y���

Picard =�� U  W���������W�� ����� ��b Ò `
����� ¦ â�_�`�]�Ë�=�� j ³ ~�¡�Z�� d�` �&� U��
±�¹�º�÷�� À ¹�º Picard =�� U � ����� ��b Ò `
��������� ¦  �"�����`�_ U&j�l a�¹�º Picard =
� U ����� {�| ���������� �"�����`�_ j
2.3 ������� (MDP) �

MDP � W � ~ a ¡ ã ����` ¡�� ������@ ��A
B ��� U �` }���0�1 W�j�l Ñ�� W ��`���R τ2, ì  ������@ � α

´&¡ ¹�º ��%�[�\ ��� ²
∥∥F

−1(I − F α)F p̂h

∥∥2

2
= Mτ2. (19)

� ��� NAH ` ~�¢�´ | X U �!£ 1 o�X U¤'�(����¥�| ��� Î�¦ ` W ��§�¨ ¦�© ��ª  W ��`��
R [6]

j�¥�|
Parseval’s ß P�«�¬ .�/ U� ��� ª�® �

��O�P ����` w W¸Ï SNR
j

τ2 ≈ ‖Fq p̂h‖2
2 /Q, q ∈ Ω (20)

SNR = 10 lg10

‖F p̂h‖2
2 − ‖Fq p̂h‖2

2

‖Fq p̂h‖2
2

, (21)

� X U Ω �¯X W �¯§¯¨ U&° kp =
√

k2
x + k2

y >

max(kx max, ky max), Q
W

Ω §²±O` ��³ Z � j&¥�|�
(20)
¦�´ ª W ����R�`�µ � W }�~ w�¶ � W ��§

¨�·�¸�` U ø � Ü À Ë�º�¹�î ~ �O~ W ��·�¸�` Uø ��¿ j

º
1 »½¼½¾½¿ 1/4 À½Á½Â½Ã½Ä½Å½Æ½Ç º½ÈÊÉ½Ë½Ì (20) ÍÌ

(21) Î½Ï½»½¼½Ã½Ð½Ñ½Â½Ã½Ò½Ó½Ô SNR Õ
2.4 Ö�×�Ø�Ù�Ú�Û (GCV) �

GCV � [10] ` }���0�1 W � ¡ _ ��� ]�^����XbÜÞÝ�ß ¡�Z ����O�P å � ( ÷�à�á�Ý�ß � (14) X p̂h` ¡�Z À�P ),
�*â ·�¸�`�ã ��� `�������_�ß�¹6äå -æ´ O q Ýæß `æç Z ÀæP ` ¿ j ³ ~ Y = Tikhonov

����������Ü GCV
¢ � `�� ��y [6]

J(α) =
‖H p̂α

z − p̂h‖2
2

[Tr(I − HRα)]
=

‖(I − F α)F p̂h‖2
2

[Tr(I − F α)]2
, (22)

� X!Ü Tr ��X ��� `�è j Ò GCV
¢ � ��"�é�î ¿� Ü&ê ����]  �������@ � α

j
2.5 L ë�ì (L-curve) �

L íbî�� W Ù�ï R�` � ‖H p̂α
z −p̂h‖2 � ������_

` � ‖p̂α
z ‖2 `�ð ³ ��ñ Y % `òíbî £ Ü � ~ ç�êòíbî��ó ã ��ô�õ L ñ� �ö j ������@ � α

Ä�~
L íbî�`÷ Î ) j d�� ρ = lg10 ‖H p̂α

z − p̂ht‖2, ξ = lg10 ‖p̂α
z ‖2,� L í!î�`øí!ù ¢ � y [8]:

χ(α) = 2
ρ′ξ′′ − ρ′′ξ′

[(ρ′)2 + (ξ′)2]3/2
, (23)

� X*Ü ρ′, ρ′′, ξ′ � ξ′′ À Ê ��X ρ � ξ ` ¡�ú � ;ú�û � j ¡ í!ù ¢ � `�ì × ¿ ) ° y L í!î������
@ � j
2.6 ü�ý�þ���v�ÿ�����������t��
��������� � NAH X × P���	�� ´ | �Ð· ²�


µ���©� ¡�� ������������ W ì å ` j '�( �
� ³ a Å NAH

��� ` × P���¿�� }�~ ������ Ü½ç? ��}�~
Tikhonov ������`�@ ��A�B ��� � a Å êë %�Å�Æ  ��©� ³ `6I��� À Ü�� W ç ? � ���� ö � W ¼�© ¡������ Ï ä�`�a Å å � � Å å j
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(1) "�® ���ö�ó�¦ á�Ü MDP à�á � ��R�^�#¤ � Ü � Ë O�P ÷�ª�®� �" W ��`���R ° �  �"�I��`�������@ � Ü ±�®  � � ì ©�j GCV
� ~�$ � "³ ��� `�â�è�%  Ü ±�®  P Ó ��� ^ × ñ Ö�ô�j'&

íbî � ~ � Ë�( ¿ ¦ ®  íbî�`híbù�Ü�®  P ì × >
(2) "���/ ��� e ó�¦ á�Ü MDP à�á � W ���

R�^�#�¤ � Ü ¼�©�)�*�`���/���� j GCV ¼�© s ¯` � e�+�,�e��Ð· j'& íbî���© s ¯ `�+�,�e��¸·b>
(3) "�������@ � ` 9�:�-�. ñ�ò�Ü MDP

� Ë
 �" W ����R�Ü&ê�©/ ¡ `�������@ ��� ± ³�´ Ü9�: ì�0 .�j GCV

¢ � © ��1 `�ì�î ¿ §�¨�� À �2 Ü â���-�� !�d�ì�I�@ � j'& íbî�© ��1 `���ó �
“
&

” ��ó�T�R�ä�3�Ü ³ ± “
÷ å ” ` 9�: ï�ð�4 - >

(4) " � Ë�` W � w � ¦ á�Ü MDP
� Ë ´�5�Ñ�

( ÷�ª�® )
W ��`���R w � Ü�© ��1 W ��`���R -��]�6 ÷�=�!�ª&®h> GCV � & íbî�� � W ��` 5 �Ñ�7 Ü8� j�l ��³ X ` W ��T�� � Ü GCV  �"�`��

����@ ��9�9 a���! [16]
j

? � ���¸X!Ü ¥�| Parseval’s .�/ ��Ñ�² MDP[�\ ��� (19) `�Á�:�É�; GCV
¢ � (22) ` À ® É

� L í î¸X ` ï R�` � ‖H p̂α
z − p̂h‖2 ` � � W T��` j MDP XO`�ç ¡ É W � W ��`���R�à�á�^�#�¤� Ü GCV

¢ ��� ������� `�è�©�� � Ü L í*î��
� ������_�` � ‖p̂α

z ‖2

2�3 Ï ä j � MDP �ÐX [�\
��� (19)

��Ñ Ü j�l W ����R�ª�®�a�=�Ü�� ? à¸X
` � ©�É ‖H p̂α

z − p̂h‖2
2

�< ±=> j ³ }�~ ;? ª«�¬ ^�@�A ��� NAH ñ�ò�Ü ��� ���CBED���¨�© ØU�V À�F ( ø � ¨�� � y ��G À�F ) A�H�I W ��Ü��$ � ©JKL A :MN : Ü ��� Î6¦ BOD ��P�Q A¨�© S�ö ¨ ôR�g�¦ AS F V�T�´�U j6l U6V Q�RV�W Ë�� | (SNR
ú

),
����{�| ��� (19)

¦�]  �äå A ������@ � > j�l S F V�T�´�V�W Ë�=�> (SNRU
), ��� (19)

� D�X�Y | Uó 5�³ Ï ÀZ � · ² MDP ��¼�©% 3 � � ©
( [�± ³ ~�×���� ), @ ��A�B .�9�: ç � GCV ; &
íbî���©�o�\�] A I�å U % ��'�(�� ³ MDP � 2�3^ 2 Ü { ��ßY |�~ S F V�T�´�VW Ë6� |6� A O
P ê�ë U

3 _a`ab MDP c (Improved MDP,

IMDP)

ì�ð | A ���d � ��� ��� ô�¡�Z ��e R�¢ �¦�Í�f :�M�N :�g�¦ A�S F V�T�´�Uhg o�i Ñ Ü � �R ¼�©�ì�j A W�k � ì U A�l k Ü ° À�m ù�ì U Üh�

d�± l k ì × > ð�n A�o�p R�q�r ¼�©�ä ú A�l k Üß�© T�s�t S F V�T�´ Üh��d�± W�k ä�u�Ü Ó�� g�¦
A d À�m ù A % ù [17]

U ©6e6àwv�x�y�n�z�{ � �R � op R � ö A Tukey
R © T - s�t�| S F V�T´

[4]
U�³�} Å�¡�Z ��� K�L�ñ�ò�Ü j�l O�P  �" A��� ����ß P W Ë Ä } ��� K�L A BE~�Ü m�n TukeyR d ¡���� å A A�B U�� â���� A ��� ê�d ��|����������� A���������������� ����� K�L���� �������� ����� d���� 4 ��y�n ���� �¡�¢�£�¤�¥ ��|�¦����§¨©�� ��� ¢�ª«�¬���®�¯�°¢ ��±²³ © ��´µ �����¶ ��·y�¸ ±�²�³ ¯�°

¢�¹�º�»��h¼ ��½C¾E¿�À ¢�Á�Â ��� ��Ã���Ä�Å�Æ�Ç
¢�È�É�Ê�Ë�Ì�Í�Î�Ï µ�Ð�Ñ Ê�¢ ����Ò�Ó ¥
3.1 Ô�Õ�Ö�×�Ø�Ù�Ú�ÛÜ�Ý ��Þ�»��àß ��á�â�ã � ¿�À È�ä�å�æ�»�ç ã
È�ä��éè á�ê�ë�ì�í�Ñ Ê�¢�Í�Î�Ï µ�Ð�Ò�Ó�î ¡�ï�°
Ï�ð���ñ � ¸�ò�ó�ô ©   Ó Ê�õ�ö�÷�ø�ù�ú�û���ü�ýþ�ÿ �®�� ��������� Ê�¼ ����� ��� Ò�Ó [4] ¥
	��� Â�¢ ã ô� ¿�À� ���������� ÿ 	 ���� èá´�� ��� Ñ Ê¢ ÒÓ� � � ß µ ð��  Ó τ2

e , Ä��� ¸ ©�� � °Ïð� �� ¢ ¡Ê®��! ��"
¢#�¥ è%$ 2 & ö�� · $ 1

�'(�±)* � ����� �� ��� k2
x + k2

y ≤ k2
e + ß µ�,�- ����� k2

x + k2
y > k2

e

+ ß µ ð�������� ÷/. ke(ke >k) + ß µ ð�� ì�0�âã ¥ è á�¦ k2
x + k2

y > k �����
1�2�3�ç ã G−1
D , 45 ø¹�6 H ¢�7�8 ô�9�:�; ¬Ë¢� & ÿ ke <�=

��> Ð � � 7�8 ô σe ¥?� ¦ ��@�¢�A 9�B � ¢�C�D
σe,
�

MDP < �® B � ¢�Å�Æ�Ç�E ã ¥
> áGFGH $GI ( JGK � � � Ã ©GLGM � Ã )

�
N � �PO ã ª�«�¬PQPR ´ Ì â�ã�± ÂPS � �
TPU âã ��Þ���÷ ± Â�V�W�X � ¢�ú�Y [9] ¥
> á Ì�ð�� �

Z
2 []\]^]_ 1/4 `]a]b]c]d]e]f]g]h]i Z]jlk]m]Z]n]ob]c]d]e]f]g jlp]q]r (20) s]t]u]b]c]d]e]v]w]x
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î ð�� ��� ��Ã���÷�° â�ã ��� Ò�Ó| � 9 è ê�ë�ìí�Ñ Ê�¢ < Â}~���¢���ï���� Ò�Ó & > Ð ¢7
8 ô σi ��� � �Eñ���S � ¢ Ò�Ó�� � <���� L�M��
��¼ ��� ¥ +� �®�� ÿ��� ¢ LM�� ���8ï�$ 3

& ö��
����C�D ��� ��Ã�� ��� 5 ã |uT
i p̂h| � � �F ó�� ���������� á 7�8 ô σi � � ¢�Y σe( $�.����� È�º ) > Ð ¢ â�ã + ß µ ð�� ì�0�â�ã ke,

�á
ke ¢�� ± 4 + ß µ ð���� � á ke ¢�� ± +

ß µ�,�- ����¥?��� � ¸ � (20), · ð�������� ) ßµ ð�������� �®�ß µ ð���  Ó τ2
e , �� �¸ MDP ¡¢  �£ (19), 4 ���®�� ��¤ Ç�¢�Å�Æ�Ç�E ã ¥¦ �¥ NAH

LM� £�¢ MDP ¡�Å�Æ�ÇE ã C
D � £/.'�
¦�§��
��� � ¸ � (21) ¨ ù�®�© ��� �
Ã�¢ , ðª� SNR, « SNR≤ 15 dB ¬ � � ¸ $ 1 & ö
¢�ð������ ¨ ù�ð���¢�  Ó� « SNR>15 dB ¬ � �¸ $ 2 .O¢ß µ ð���Ê ¨ ùð�¢  Ó ¥
$ 4

Z
3 b]c]d]e]®]¯]°]± ke

o]²]³ h]i Z]jlZ]n?´¶µ]·]¸]¹]º ±
|uT

i
p̂h| »]¼]½]¾]¿]i]À]Á]Â]Ã]Ä]Å]Æ]Ç]È]É σi Ê]Ë o]Ì σe x

Z
4 b]c]d]e]v]w τ2

e t]u]Í]Î Z

+ ß µ ð���  Ó τ2
e ¢ ¨ ù�Ï�£�$��Eï�$ & ö�� ¦ ¨

ù�ß µ ð���  Ó ¢ � £ª.E� ´ � <ÐÑ � � � �Ò ª
«�¥ � ����ª�« 9 ��� ��Ã�� ��� 5 ã |uT

i p̂h| Ó �Ô�Õ ó � á 7�8 ô σi ¢ � � � 4 L�M ��Ã�� ��� 5ã
|uT

i p̂h/σi Ö ´× � ô ¥ ý ¬ªØ%Ù �ÚÛÜ 2.2 . &Ý ¢ Picard Þ Æ��
ß�à�ý ¬/Ø ® � © ã y � S Ú �
¢#���á 9â ��®© Û ÿ Þãäå ���æç�¢#�¥ +
ýéè ¢��l�ê�ýëìí�¬�¢�ß µ ð��78 ô σe = σ1,

4�î + � á�ï�ð�â ��� k2
x + k2

y > k
ÿ Ò ¢�����Q 9

ð�������¥ ÿ ý���� ¨ ù & ®�ß µ ð���  Ó�¦ �O ã
ª«¬ â à��®�© Þ�ã ² ä ���æ�ç¢ L�M�� � 
��ñ �ª« 9 � è á �� ��Ã�¢ � ã � û�ò�åæ�¢ó�ô û�� ´ � < ¦ 7�8 ô σi  � ¬ Ñ � � � � × �ô ¥�ý ¬ � � � � � B�õ ¢�ö ô ÿ�÷Pø �P� ±�ÒÓù � ¢�7�8 ô�ú � � � � ����û Ñ ¢/ö ô + 0.05, 4
« σe/σ1 < 0.05 ¬ �
ê σe = 0.1σ1 ¥ ×�ü�ý´ ��
ª�« 9 � « Á�Â�¢ ��� ��þ � 5 ø�¹6�¢�ìí ã �
 � ( ÿ�� ���
L ), ßà |uT

i p̂h| � ´ ����� ¦ ° , ð
������¬�� ½C¾ ° â�ã)�± ( � ¬ � ½C¾ � ° â�ã)± ¢ Ò�Ó ) �	� � ��� Ò�Ó ( � ¬ ��� � � ,�- ¢ ¿À ° â�ã)�± ) R ´ ¯�
�¢ LM� ��¥ ý ¬ ���� ÿ� � � � ö ô ÿ ®�
�¢ LPM�� ����� � û Ñ ¢ öô + 0.1, « σe/σ1 > 0.1 ¬ �
ê σe = 0.1σ1 ¥
4 ����������
4.1 ������������Ø��������

¶ Ü � ¸ MDP � GCV
©

L  "! � � ¡�� B �� Picard $ ± å �% � � SNR � ��� Á�Â �� ò�����# ³ ìí�¬> LM� ��$�É�¢�%�&�¥ � ¸ �¸ ¢�'�>�( ± � ó   ÒÓ Ê�)Â L�M �Ã�* �P� ô
¢ � þ £�É�¥

Eα = ‖pz − p̂α
z ‖ / ‖pz‖ × 100%, (24)

� � � pz 9 ¿�À ¢ L�M ��Ã�� p̂α
z 9�+ Å�Æ�Ç�E ã

¢ LPM ��Ã�¥-,PX�Å�Æ�ÇPE ã α ( 	 � ¢/. ô/021
σ2

n ≤ α ≤ σ2
1), � ÿ ®�©�*�÷�> Ð ¢ Ò�Ó Eα, Eα ¢× � ô ò�÷�> Ð ¢ α ����3�÷ + “

× �
”
Ò�Ó ©

“
×

4
” Å�Æ�Ç�E ã ¥
¬ H � ¿�À� . ¸ ©�¢�5�¶�6�7 +�8 ��� H æ á

z = 0 ¢ F�H � �:9 � ����¢�Y�����ç á ��� H � >
3 á�; Y (0,0) ¢�9 � æç (12.5,12.5), (−12.5, 12.5),

(12.5,−12.5), (−12.5,−12.5)cm
� � � � L M H +

z = 1 cm, </= .?> + ; Y (0,0) ¢ ��� Á�Â HPF@ á ��� H � ��� ��� + zh(zh > 1 cm),
����§�¨ +
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71.875×71.875 cm, F � Ý � ó + 3.125 cm ¥ � ¸�G
5�¶�6�7��-H @ � ÿ ¬�¢ � ¿�À�� ¥

� ¿�À�� 1: I ����� Á�Â ��� + 3 cm, ����#³ + 2 kHz, ,X SNR + î ð�� � 18 dB � 12 dB �
6 dB ¥�ý ¬ 6�7�¢�ì�í ã � X�� ¡ ß á 16 ¥

� ¿�À�� 2: ����# ³ + 2 kHz, SNR + 15 dB,

,�X ��� Á�Â ��� + 3 cm, 5 cm, 7 cm, 9 cm ¥�ý�6
7�¢�ì�í ã T ��� ��Þ�J�K ã º � ��Þ�¥

� ¿�À� 3:
��� ��� + 5 cm, SNR + 15 dB, ,

X�����# ³ + 0.5 kHz, 1.0 kHz, 1.5 kHz, 2.0 kHz ¥
ý�6�7�¢�ì�í ã T�����# ³ ¢���Þ�J � � ¥

� ¿�À� 4: +� ��L� H > � �� �¡�¢�M � û±�N � � ������# ³ + 1 kHz,
î ð����-,�X ��� Á

Â ��� + 3 cm, 5 cm, 7 cm, 9 cm ¥�ý�6�7�¢�ì�í ã
T ��� ��Þ�J�K ã º � ��Þ�¥

õ 1 O õ 4 + � ¿�À�� 1 O 4 ¢ L�M�� ��'�>
( ± � Ò�Ó * “

× �
”
Ò�Ó ¢/�  �� � ¬ ��P Ñ � 'Ð ¢ “

×�4
” Å�ÆÇ�E ã α, õ�.OÞ�Q�R�S¢ ã�T õ

ö� � ¢ Ò�Ó ¥
$ 5
© $ 6 + � ¿�À�� 2

©
4 ¢�>Ð

Picard $� Picard $�."U�V�Wõö�7�8 ô ¢/Xã
i, Y V�W +�Z ��Ç�¢�'�>/� ô ��� � � ¸ � ���5 ã
|uT

i p̂h|
© 78 ô σi ¢ � ��X�[ +�\ ��] Ó ¢�5

Þ�ô ¥
õ 1 õ_^E� ¦ ��� ��� S þ ¬ ��TU�ð���¢�� �

(SNR X � ),
� ��Å�Æ�Ç� �¡ < �® �� � þ × � ÒÓ ¢ L�M #�¥ ¦ SNR + 6 dB ¬ � L-curve ®�©�¢�Å

Æ�Ç�# Ò�Ó � ��`���a�� ¥
õ 2

© $ 5 õb^ 8 ����¢ SNR
© ����# ³ ¬��

TU ��� ��� ¢���Þ���78 ô ¢ìí ã VW�X � �c6
7�¢ ï-d ç ã ¹6X�®�¯ + ÿ�� � à � �]� �� 5 ã

e
1 Ägf SNR hgigj MDP k GCV l L-curve mgn]egogp]arqts]w j[]\gugv 3 cm, egwgxgy 2 kHz, zg{ghgi]±]Äg| j~}]µ 16 x

SNR(dB) �]d]e 18 12 6

“ �g� ” s]w (%) 2.24 5.44 8.06 10.4

“ �g� ” 0.064 0.082 0.19 0.36

MDP (%) 2.24 5.45 8.22 10.6�g�
α 0.064 0.069 0.15 0.33

GCV (%) 3.55 5.63 9.46 11.7�g�
α 0.097 0.20 0.39 0.94

L-curve (%) 5.63 5.63 8.22 27.4�g�
α 0.15 0.15 0.15 0.081

e
2 Ägf][]\gugvgj MDP k GCV l L-curve mgn]egogp]arqts]w j SNR 15 dB

j egwgxgy 2 kHz x
[]\gugv (cm) 3 5 7 9

hgi]± 16 243 3780 58889

“ �g� ’ s]w (%) 6.71 7.97 10.3 18.4

“ �g� ”α 0.11 0.039 0.019 0.041

MDP (%) 6.88 8.23 17.3 30.6�g�
α 0.12 0.041 0.010 0.0050

GCV (%) 7.79 8.21 18.5 47.9�g�
α 0.27 0.036 0.0096 0.0028

L-curve (%) 6.93 41.9 40.7 33.6�g�
α 0.15 0.0053 0.0035 0.0045

e
3 Ägf]egwgxgygj MDP k GCV l L-curve mgn]egogp]arqts]w j SNR 15 dB

j []\gugv 5 cm x
egwgxgy (kHz) 0.5 1.0 1.5 2.0

hgi]± 291 281 265 243

“ �g� ” s]w (%) 14.3 12.2 8.76 7.97

“ �g� ”α 0.021 0.017 0.025 0.039

MDP (%) 17.0 15.5 8.93 8.23�g�
α 0.049 0.029 0.029 0.041

GCV (%) 17.6 17.2 9.51 8.21�g�
α 0.054 0.035 0.036 0.036

L-curve (%) 36.8 20.9 34.3 41.9�g�
α 0.0061 0.0092 0.0061 0.0053
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e

4 Ägf][]\gugvgj MDP k GCV k L-curve l IMDP mgn]egogp]arqts]w j �]d]e j egw~xgy 1 kHz x
[]\gugv (cm) 3 5 7 9

hgi]± 17 281 4713 79020

“ �g� ” s]w (%) 7.44 10.1 17.2 23.6

“ �g� ”α 0.060 0.012 0.0060 0.0039

MDP (%) 7.44 24.0 97.2 362�g�
α 0.060 0.0036 2.1e-4 1.3e-5

GCV (%) 9.71 24.0 97.2 362�g�
α 0.075 0.0036 2.1e-4 1.3e-5

L-curve (%) 33.0 33.6 17.8 50.9�g�
α 0.39 0.15 0.0057 9.6e-4

IMDP (%) 7.44 12.7 19.8 24.3�g�
α 0.060 0.019 0.010 0.0050

Z
5 Ägf][]\gugvgjgvg� Picard

Z]j
SNR 15 dB, egwgxgy 2 kHz x

¢ � � X�Ç � 9 S � � Ú�Û Picard ì�í�¢�Å�Æ�Ç�Eã ����V�W � � ¥�Ä 5 cm
��� � L-curve ¡ � ���

Ñ � ��a� ¢ ` Ò�Ó  � ¢#�� ¦ 7 cm
©

9 cm ìí
¬�� � �� �¡�¢ L�M Ò�Ó ó � “

× �
”
Ò�Ó � S O ¥

7 cm
©

9 cm ¢ �
� Picard $�õb^'� F ó�� ��� �
� ��� 5 ã ¢¬Ë�WÉ <�� ¦ � � 0�1�� Q ��� á
7�8 ô ¢�¬�Ë�W�É�¥Eý ¬ � “

× �
”
Ò�Ó ¶�� � �  � � 4 	 � Tikhonov Å�Æ�Ç� �¡ Ø Ù î ¡��®� �


¢ þ�� #���>���ýë������ × 
�¢���¡ 9 Ä�Á�Â � Ê����5 ø¹�6¢ ��L ÿ/���-� T � (13) ��� ������������ 9 ×�´�µ ¢� �¡�¥
õ 3

� ��õ_^ � ¦ ���¢ìí�¬ � TU LM����
¢�# ³ ( � â�ã ) ¢���Þ � ìí ã J�� ������� MDP

©
GCV < ®�© B�õ ¢�Å�Æ�Ç�# � L-curve �® � õ

B ` S ��a�� ¢�# �¡ �9 è á ý ¬ L-curve
� I “L”

º�¢ �-£�¤�B�õ ¢�¥�Y · X�®�S�¦ þ ¥© $ 5 ��� � $ 6 .	6�7�¢ ÿ/� T ������� ¢
�Þ � Þ L ¥ © $ 5

� ���¢ 9�� è á G 6�7 Ö ´
Þ�§�ð � � ü�ý ¦ 7 cm

©
9 cm ¢ Picard $/. â à

R ´ Ú�Û Picard ì�í�¢�¨ Ý �:©�ª £ Ý ¢ Picard Þ
Æ���� � ý�ë������ ÿ 	 � õP« ¢Å�ÆÇ/«/¬Ê�®
©�
�ÅÆÇ�# � � 9 õ 4  � �õ�^ � � � ������ + 3 cm  ¬�®�� MDP

©
GCV < ®�©�
� �

� � TU ��� ���¯ � Å�Æ�Ç#� Ò�Ó VW���¯ Ô ¼� � � , �?4 5 á Tikhonov Å�Æ�Ç� ��° E ã C�D
«�¬�± �Ì�ð � �  �² ������� ìí�³ · � µ �´ �µ
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� H > ��° «�¬��M � û ±�N � � � ��¶
4.2 ·�¸�¹�º MDP �������

� ¸ IMDP
L ó � ¿�À�� 4,

� � ( õ 4
×�ü �@

) õ_^ � IMDP ¬�± î ð � � '> �² ������� ì

í�³�»�¼ � S � þ × ��ó « Ò�Ó �Å�Æ�Ç# ¶ + H�½ ��L
IMDP  a�� û � $ 7 �  � � � �������

³ , ð/�'Ä 10 dB
Ô

60 dB ����³�9 ° «�¬� L�MÒ�Ó � � ¶ è $���� 8 ± SNR ¯ á 20 dB
ü � × �Ò�Ó � á � X  GCV µ MDP

� � ± 3 cm
� < ¤

Z
6 Ägf][]\gugvgjgvg� Picard

Z]j �]d]e j egwgxgy 1 kHz x

Z
7 Ägfg¾]drqtl][]\gugvghgigjg¿gÀ]vgÁgmgngp]arqts]wrqtÂ j~ÃgÄ hgÅgs]wg�]Æ 50%

ogÆgÇ x
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©� ÿ�� # ÿ Ò�� TU ������� ���Þ � ÷ Ò�Ó
V�W���¯  ß�à L-curve ¬�± 7 cm ¬�� L�M Ò�Ó �È ±   9 ° «�¬�É H�× ��� á 9 ÷ LPM #�T/6/7�ì
í��,�X (

������� � �-� #�Ê�ò�Ë�Î�ß��,�X ) Ì��a�� 
IMDP ¬�� È <���� a���Í »�¼ � þ × �Ò�Ó �# ¶

5 Î�Ï
ÐÒÑÒÓÒÔ 5ÒÕ Tikhonov ÖÒ×ÒØ ÒÙ °ÒÚÒÛÒÜÝ «Ò¬ �-Þ �ÒßÒàÒá ¬ (MDP) â-ãÒäÒåçæÒèÒé ¬

(GCV) â L êrë ¬ (L-curve), ì�í Picard î�×�ï-ðñ�ò�ó�ôçõ�ö�÷�ø"ù�ú/û�õ�ü�ý Ê â ö�÷/þ�ÿ�������?ù���� ì�	�
����/ð ���� ï��������/ì����
(1) ��� ö�÷������������� �! ï#"�é�$ ��%�&�ù�'(�) ����*�+�ù�, ��ï Ù�-�.�/ ð õ/ü/ý�0/ù�1�23 ú�46567

(2) 869 ö�÷�þ�ÿ�ù6:6; ï=< *6>���ù6?@ Û�A�B�2�C ï ��� Picard
? @ � ù�Ú�Û�D�E�F�G26H ï Ù�-6.6/6I � ù Ö�×�Ø Ú�Û �6�6J ÿ6K6L6D6EM6N ï �6�6O6P�RQ ß6S 2 �6T C ïVU6W�X6Y6Z�$6Jÿ�ù6[6\ ��ï=]6^6_6`6��T�a ù Ö�×�Ø Ú�Û67 (3) Xb6c ��õ6d ïV869 ö�÷�þ�ÿ�ù6:6C ï Ù6-�.6/6e � ú��í�f ù Ö�×�Ø Ú�Û�g

Ù�-�.�/ X b�c �/õ â b N/ö/÷/þ/ÿ�[�\ � ùh�i Wkj Õ $�l�m�n�o�p�q�r ù�s�t�u i�v Q ß�wx�y ù�g�z ^�{ M�ö�÷�ò�;�ñ�|�}�~ ��$ i���� m
n�o�p�q�r ù�s�t�u i�v ï�U�W���� õ/ü����/ù�� 0 S���� c ï�� , � C/ù/ö/÷�����g ����X ú�12�' ( ������ö�÷���þ/ù�[�\ ��ï w I ����� ù���� � 0������ $ i D�E ï Ð�Ñ/Ó�Ô  � 0 ��� ù>���} ï�� ö "������ ù�' ( ö/÷/õ���g Ó/Ô Ù�-
.�/ ø b ����� ù�ÿ ß/à�á ï�� Õ ñ/ò�����C�&�Û[�\ ��_ (�� ø X c�� Û���/ù�� �/ï� �¡���Y -¢�i ��õ . ß ù�£�+ .�/ ï S s�t�u i�v�x�y ù�Qß�¢�i Õ � u���õ�ù . ß ï û�� Ó�Ô ÿ ß�à/á�¤ I¥ Ö�×�Ø Ú�Û6gcÛ6¦6§ �6��è ù ì�	6¨P©	ï Ó�Ô 1 
ª�ù�ÿ ß�à�á / (IMDP),

~ ��X�T�« ù����¬�D�E
(SNR > 6 dB), ®�ð b N�ù�ö�÷�þ�ÿ (∼ 10 cm)
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